Correction du devoir maison n°10

1. Onag=1,a1 =1, a, =2 et ag = 2.

2. (a) f(x)= m St (z+22—2%)+ (x4 22— 2°)* + (v + 2% — 23)® + o(2?) ie.
f(x) :01+x+2x2+2x3+0(x3)
z—
3 1 1 n n n n
(b) Soit n € N, XT3 =, 4zt ta"tolz N+ a2+ + 22 + o(z®)).

En développant ce produit, le k-ieme coefficient de ce développement limité est égal au cardinal

1 1
de {(i,j) € N?,i +2j = k} i.e. az. De plus, pour tout z € R\{—1;1}, . X1 f(x)
—x —x

) N _ = k n
dott f(z) = k%%akx + o(z")
3. On remarque que P(1) = P'(1) = P(—1) = 0. Donc 1 est racine multiple de P et —1 est racine
simple de P. Or deg(P) = 3, Par conséquent, P = (X — 1)%(X + 1).
4. D’apres le théoreme de la D.E.S., il existe a, b, ¢ € R tels que f : z — % 4+ 2 + ﬁ En calculant

4z ' 1-a
de deux manieres différentes lirr% f(x)(1—x)% et hml f(x)(1+ ), on obtient respectivement ¢ = 1 et
T— T——

a= i puis en évaluant en 0, on obtient b = i. Dou f:x— i (14% + ﬁ + ﬁ)

5. (a) Par quotient dont le dénominateur ne s’annule pas, g est de classe € sur R\{1} et pour tout
|
k € N, pour tout z € R\{1}, ¢ (z) = (1(]_“;12;2.

(b) Pour tout k € N, g™ (0) = (k 4 1)!. D’apres la formule de Taylor-Young, pour tout n € N,

g(x) =, kz_:(k + 1)z* + o(2™).

n

1 n n
6. Ainsi, pour tout n € N, f(z) = 1 (Z(—l)%k + > 2"+ 2 (k+ 1)t + o(ﬂ)) ie.
* k=0 k=0 k=0

z—0

flo) = S0 Dk 4 o(pm).
k=0

pour tout n € N.

, o 1) 2+ 1 si n pair;
7. Par unicité du développement limité, a,, = 3D {2 P

4 ”T“ si n impair;

8. Soit n € N, imaginons qu’il faille payer n + 2 euros, on peut payer sans piece de 2€ (1 seule maniére
avec uniquement des pieces de 1€) ou utiliser au moins une piece de 2€. Si on utilise une piece de
2€, il faut ajouter a cette piece n euros sans restrictions. Dol a,12 = 1 + a,.

Par conséquent, si n est pair, en notant k = 7, on obtient a, = axp =k+ay=k+1=5+1etsin
est impair, en notant k£ = 5

21, on obtient a, = asggy1 =k +ag=k+1= %H
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